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Fragen der numerischen Integration
bei stochastischen finiten Elementen
fur nichtlineare Probleme

Andreas Keese und Hermann G. Matthies
Institut fur Wissenschaftliches Rechnen
Technische Universitat Braunschweig

Zusammenfassung

Wir beschreiben numerische Verfahren zur Losung stationarer nicht-
linearer Probleme mit stochastischen Unsicherheiten im Operator, in den
Randbedingungen und in den Lasten. Dabei vergleichen wir hochdimensio-
nale (Smolyak-) Quadraturverfahren mit Monte Carlo-Integrationsverfahren
zur direkten Berechnung von Statistiken der Losung. Zusatzlich berechnen
wir die Losung mit einem Galerkin-Verfahren in einem Raum stochastischer
Ansatzfunktionen und untersuchen die Auswertung der im Residuum auf-
tretenden hochdimensionalen Integrale. Fir das entstehende grof3e gekop-
pelte nichtlineare Gleichungssystem stellen wir einen effizienten Ldser vor.
Schliel3lich berechnen wir die Losung durch direkte Projektion auf den or-
thogonalen stochastischen Ansatzraum und vergleichen die beschriebenen
Ldsungsverfahren anhand von Modellproblemen.

1 Einleitung

In numerischen Simulationen herrscht haufig Unsicherheit Gber die Parameter des
Modells. So sind in den hier betrachteten prototyphaften Modellen fir Grundwas-
serflu® nur in Ausnahmefallen die hydraulische Leitfahigkeit, Quellterme oder
Randbedingungen exakt bekannt. Aus der Unsicherheit im Modell ergibt sich eine
Unsicherheit in der berechneten Systemantwort, welche in den etablierten Simu-
lationsverfahren normalerweise nicht erfaf3t wird.

Eine Mdoglichkeit zur Quantifizierung der Unsicherheiten ist eine stochasti-
sche Beschreibung. Dabei werden unsichere raumlich verteilte Systemparameter
durch stochastische Feldet, [39, 8] beschrieben. Ist das urspringliche Modell
eine partielle Differentialgleichung, so ergibt sich hiermit als Modell eine stocha-
stische partielle Differentialgleichung (engl.: stochastic partial differential equati-
on= SPDE), und die Lésung bzw. Systemantwort ist ebenfalls ein stochastisches
Feld. Dies wird in Abschnit® diskutiert.

Es existieren verschiedene mathematische Modelle fir SPDE. Holden et al.
zeigen in [L7] Lésungsmethoden fur SPDE, bei denen Multiplikationen zwischen
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stochastischen Feldern durch Wick-Produkte erfolgen. Dies erlaubt die Verwen-
dung irregularer stochastischer Felder als Koeffizienten, allerdings wird in die-
sem Modell z.B. bei linearen Problemen der Mittelwert der Systemantwort nicht
durch héhere statistische Momente der Systemparameter beeinfluf3t, im Gegensatz
zu Ergebnissen der Homogenisierungstheorie. Die urspringliché]imdrlangte
Losbarkeit im starken Sinne, die erhebliche Einschrankungen bzgl. der Randbe-
dingungen und Quellterme nach sich zieht, konnt&# flurch Einbettung in ein
Galerkin-Verfahren zwar auf ein bei variationeller Formulierung tbliches Mal3
gelockert werden, aber das Wick-Produkt scheint nicht das geeignete Modell flr
die hier angestrebte Problemklasse zu sein. Verwendet man statt des Wick- das
gewohnliche Produkt, so ist eine gewisse stochastische Regularitat der Koeffizi-
entenfelder nétigd]. Dies ist ein wichtiger Baustein fir eine variationelle Theorie
von SPDE mit gewdhnlichem Produkt, die ] fchon friher formuliert und be-
zuglich ihrer Approximierbarkeit mit finiten Elementen untersucht wurde. Weitere
Arbeiten mit spezielleren stochastischen Annahmen findet mes 4. [

Fast immer ist das Ziel die Berechnung von Statistiken der Systemantwort.
Dies kann durch Monte Carlo-Verfahren geschehen, siehe Z,B4]. Um den
hiermit verbundenen hohen Rechenaufwand zu reduzieren, sind alternative Ver-
fahren entwickelt worden, beispielsweise Stoérungsansatze, siehe2]Ba(if
Neumann-Reihen basierende Verfahren, siehe 28 3], oder das hier genutzte
spektrale stochastische finite Element-Verfahren (SSFEMN) In letzterem wer-
den die stochastischen Parameter in Eigenfunktionen ihrer Kovarianzkerne ent-
wickelt und die Lésung durch ein Galerkin-Verfahren auf einem stochastischen
Ansatzraum bestimmt. Man kann dies als eine Antwortflache (“response surface”)
sehen. Wir nutzen in Abschnifi als Alternative zur Monte Carlo-Integration
hochdimensionale Smolyak-Quadraturverfahren (engl.: sparse quadrature), wel-
che zuerst in36] beschrieben wurden und in jingerer Zeit weiterentwickelt wur-
den, siehe z.BJ8, 30, 32]. Allgemeine Ubersichten liber stochastische finite Ele-
mente finden sich inZ3, 34, 37, 18].

Stochastische Galerkin-Verfahren sind auf diverse lineare Probleme mit sto-
chastischem Operator angewendet worden, siehe zB.1P, 31], in jungerer
Zeit sind auch nichtlineare Probleme mit stochastischen Lasten behandelt worden,
siehe z.B.42]. Erst wenige Arbeiten behandeln nichtlineare Probleme mit stocha-
stischem Operator. In Abschnittl beschreiben wir ein Verfahren fir nichtlinea-
re Randwertprobleme mit stochastischen Unsicherheiten im Operator und in den
Quelltermen. Die SPDE wird durch ein Galerkin-Verfahren in Tensorprodukten
aus raumlichen finiten Elementen und stochastischen Ansatzfunktionen diskre-
tisiert. Dies fuhrt auf ein grol3es nichtlineares System gekoppelter Gleichungen.
Eine zu Uberwindende Schwierigkeit war hierbei die numerische Berechnung der
auftretenden hochdimensionalen Integrale, und wir zeigen daf3 sich hierfir Smo-
lyak Quadratur-Verfahren anbieten. Die Losung des grol3en gekoppelten Glei-
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chungssystems geschieht effizient durch ein vorkonditioniertes BFGS-Verfahren,
siehe z.B. 26).

Alternativ wird in Abschnitt7.2 ein Losungsverfahren vorgestellt, in welchem
die Losung direkt durch orthogonale Projektion auf den Ansatzraum berechnet
wird. Statt eines grof3en gekoppelten Gleichungssystems fiihrt dies zu vielen Klei-
nen, ungekoppelten Gleichungssystemen, und man erkennt Parallelen zu den ur-
sprunglichen Monte Carlo-Verfahren.

Wir konzentrieren uns hier auf Aspekte der hochdimensionalen Quadratur. In
weiteren Arbeiten gehen wir néher auf den nichtlinearen Loserl€in?0] und
diskutieren Aspekte nicht-Gaul3scher stochastischer Felder und der fur die Vor-
konditionierung genutzten linearen LOos26].

2 Stochastischer nichtlinearer Grundwasserflufd

Unser Anwendungsfall ist ein prototyphaftes GrundwasserfluRproblem, obwohl
die vorgestellten Verfahren auf beliebige nichtlineare Probleme mit stochasti-
schen Unsicherheiten anwendbar sind. Zur Verdeutlichung einiger Aspekte des
Ldsungsprozesses verwenden wir auf3erdem ein noch einfacheres Beispiel mit nur
einem raumlichen Freiheitsgrad.

Ein prototyphaftes einfaches Modell fir Grundwasserfluf3 mit nichtlinearem
Diffusionsverhalten in einem GebiBtc R ist das Randwertproblem

(1) =V - (K(x,u)Vu(x)) = f(x), xeR

mit geeigneten Randbedingungen. Dabei sinder hydraulische Druck und
die Quell- und Senkenterme. Die Leitfahigkeihdngt vom hydraulischen Druck
und der Bodenbeschaffenheit ab, welche wir durch ein weitereskite)ok € R
modellieren. Wir wéhlerk(x,u) = K(x) + cu(x)?, ¢ > 0. Die spéter vorgestell-
ten Verfahren nutzen keine besonderen Eigenschaften dieser Beziehung und sind
daher fur beliebige Materialgesetze anwendbar.

Die Unsicherheit in den Bodeneigenschaften wird quantifiziert, inééxn
fur alle x € R als Zufallsvariablex(x) : Q — R auf einem geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraur@ modelliert wird. Somit erhalten wir ein stochastisches Feld
K:RxQ—R[1, 39 8]. Der Wahrscheinlichkeitsraum enthéalt in der Regel un-
endlich viele unabhangige Zufallsvariablen, und so wie der euklidische Raum die
drei Koordinatenachseny, z besitzt, so entspricht in einem Wahrscheinlichkeits-
raum jede unabhangige Zufallsvariable einer Koordinatena€hss. also prak-
tisch ein unendlich-dimensionaler Raum. Man kd&hrals Menge aller “mogli-
chen Bodeneigenschaften” bzw. aller Realisierungerw) : R— R, w € Q, auf-
fassen (vgl. auch Abb. 1). Eine vollstandige Beschreibung impliziert die Festle-
gung aller gemeinsamer Statistiken der ZufallsvariaBlea),...,K(Xn), me N,
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X1,-..,Xm € R, siehe z.B. I] fur Details. Aus Messungen sind oft nur Statistiken
zweiter Ordnung (Mittelwert und Kovarianz) sowie die Marginalverteilungen der
K(x), x € Rbekannt, siehe z.B33, 8]. Diese kann man durch eine ortsabhéangige
Punkt-Transformation

(2) K(X,0) =@XxYy(Xw), XeERweQ,

eines Gaulverteilten Zufallsfeldg, w) festlegen, welches durch seinen Mittel-
wert ,(X) und seine Kovarianz cQ{x,y) definiert wird.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wahlen wjfx) = 0 und vay(x) =
cow(x,x) = 1. Es ist wohlbekannt, daR eine standardnormalverteilte Zufallsva-
riable A/(0,1) durch die nichtlineare Transformatidty(erf(A/(0,1))) auf ei-
ne Zufallsvariable mit Verteilungsfunktiof abgebildet wird. Dabei bezeichnen
F.t ihre Umkehrfunktion und erf die GauBsche Verteilungsfunktion. Durch ge-
eignete Wahl vomp a3t sich daher jede Marginalverteilung Kiix, w) einstellen.
Wenn coy(x,y) undpk (x) aus Messungen bekannt sind, kongamd coy(X,y)
passend gewahlt werden. Fir ein physikalisch und mathematisch wohldefiniertes
Modell solltek(x,w) von oben und unten beschréankt sein,

(3) 0 < K_(X) < K(X,0) < Ki(X) < 00, XxeR.

Im Modellbeispiel stellen wir dies sicher, indem wir die (sinus-
halbwellenformige) 3(1/2,1/2)-Verteilung verwenden. Die genutzte Trans-
formation ist

(4) K(X, ) = c1(X) 4 C2(x) arccogerf(y(x, w))).

Auch Unsicherheiten in den ubrigen Parametern des Randwertproblems
Gl. (1) lassen sich als stochastische Felder modellieren, und so ergibt sich als
stochastische PDE

(5) —V-(K(Xuw)Vuxw))) = f(xw), XeR,
(6) i(K(x, u,w))Vu(x,w) = fy(X, w), xeln, TnUlp=0R

on
(7) u(x, w) = fp (X, w), xelp

fur w € Q. Der hydraulische Druck als Lésung ist ebenfalls ein stochasti-
sches Feldu(x,w), und uns interessieren ortsabhangige Statistiken der Lo-
sung, zum Beispiel ihr Mittelwenty, (X) = E (u(x)), ihre Kovarianz coy(x,y) =

E ((u(X) — pu(X)) (u(y) — pu(y)) ), oder ihre Wahrscheinlichkefi,(x) = P{u(x) >

Uo} = E (X(up,00) (U(X, w))), einen Wert zu tberschreiten. Hierbei jgt die cha-
rakteristische Funktion der Mende All diese Statistikers,(x) sind Integrale der
Form

® .00 = E(s(u(x) = | s(u(x.) dr (@)



wobeidl (w) bedeutet, dal® bezlglich des Gau3malfies zu integrieren ist.

Die numerische Losung des stochastischen Randwertproblems) @kfgr-
dert eine Diskretisierung im Raum und—unabhangig davon—eine Diskretisie-
rung in der stochastischen Dimension. Die raumliche Diskretisierung ist fast be-
liebig; wir wahlen in AbschnitB finite Elemente und beschreiben stochastische
Diskretisierungsverfahren in den darauf folgenden Abschnitten.

Statistiken bzw. Integrale der Form G3) kénnen beispielsweise durch Monte
Carlo-Simulationen des raumlich diskretisierten Problems approximiert werden.
Allerdings kann dies nicht direkt erfolgen, da der der Wahrscheinlichkeitsraum
Q unendlich viele unabhangige Zufallsvariablen enthalt und daheB¥zirg In-
tegral in einem unendlich-dimensionalen Raum darstellt. Bevor die stochastische
Dimension numerisch behandelt werden kann, muf3 die SPDE)&laber in ei-
nem endlichdimensionalen Wahrscheinlichkeitsraum approximiert werden. Dies
wird in Abschnitt4 beschrieben.

3 Réaumliche Diskretisierung

Die raumliche Diskretisierung kann fast beliebig sein, z.B. mit Standardtechniken
wie finiten Differenzen oder finiten Elementen erfolgen. Die Verwendung finiter
Elemente auf dem GebiBtc RY mit einem Vektor von Ansatzfunktionei(x) =
(N1(X),...,Nn(x)) fuhrt auf den Ansatz

9) Un(X, W) = iui(oo)Ni(x) = N(X)u(w), XeRweQ

wobei die Freiheitsgrade ansZufallsvariableru(w) = (uy(w),...,un(w))",we
Q bestehen. Eine Analogie hierzu ist die Linien-Methode oder Semidiskretisie-
rung fur zeitabhangige Randwertprobleme, welche zu zeitabhangigen Freiheits-
graden fuhrt.

Einsetzen von Gl.9) in das stochastische Randwertproblem G).und An-
wenden von Galerkin-Bedingungen ergibt ein System nichtlinearer stochastischer
Gleichungen

(10) f(u(lw),w) =0 fur I -fast-allew € Q.

4 Diskretisierung der stochastischen Felder

Die numerische Behandlung erfordert eine Approximation der stochastischen Fel-
der in einer endlichen Zahl unabhangiger Zufallsvariablen. Dies wird hier exem-
plarisch fur den Bodenparametefx, w) = @(X,y(x,w)) aus Gl. @) ausgefinhrt.
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Die Karhunen—Loeve-Entwicklung (KL-Entwicklung), siehe z.B8[1], stellt
ein stochastisches Feld in abzahlbar vielen unkorrelierten Zufallsvariablen dar.
Fur das Gauf3sche Fejdnit E (y(x)) = 0 ergibt sich die Darstellung

A1) yoew) = fm ym(x.w).  ym(x0)= 5 VAGX@,  xER

mit unkorrelierten und damit unabhangigen standardnormalverteilten Zufallsva-
riablenw = (1, 0y, ...), alsoE (w) = 0, E (wy wj) = &j furi, j € N. Hierbei sind

A1 >A2>--- > A >--- > 0die Eigenwerte und; € Lo(R) die Eigenfunktionen

des Fredholm-Operators

(12) (©9)00 = [ cou(xy)aly) dy=Ngi(x).

Meist sind die Eigenfunktionen nicht analytisch bekannt, aber sie kbnnen durch
numerische Standardverfahren mit beliebiger Genauigkeit angendhert werden,
siehe z.B. P]. Die KL-Entwicklung ist optimal in dem Sinn, dal’ deg-Fehler

[Y(X, @) = Ym(X, @) L,(0) = y/var(y(X) —ym(x)) unter allen Approximationen in
munkorrelierten Zufallsvarlablen m|n|maI ist, siehe z.B4J[

Den Bodenparameter approximieren wir in einer endlichen Zahl unabhangiger
Zufallsvariablen alxm(x, ) = @(X, ym(X, w)), wobei jetztw = (o, ..., W) ist.
Alternativ kann in jedenx € R der exakte Mittelwert und die exakte Varianz zum
Preis einer schlechteren Ubereinstimmung der raumlichen Korrelation und einer
hoheren Varianz des Fehlers erhalten werden, indem das approximierte Gaul3feld
ortsabhangig geeignet skaliert wird.

Wir verwenden die KL-Entwicklung vogund nicht die vorx, da letztere nur
eine Darstellung in unkorrelierten, nicht aber in unabhangigen Zufallsvariablen
liefern wirde. Die Nutzung der KL-Entwicklung vanund weitere Aspekte der
Diskretisierung stochastischer Felder diskutieren wi].[

Je groRer die Zahl der verwendeten Eigenfunktionen ist, desto kleinere
raumliche Schwankungen konnen aufgeldst werden. In Abbildumgrd dies
beispielhaft fur zwei Realisierungen des stochastischen Feldes) in KL-
Entwicklungen mit 50 bzw. 20 Termen demonstriert.

Werden die KL-Reihen aller stochastischen Felder nach einer endlichen Zahl
Terme abgebrochen und in insgesaminabhangigen Gaufldvariablen dargestellt,
so ergibt sich eine Approximation des raumlich diskretisierten Systemd @Gl. (

im endlichdimensionalen Wahrscheinlichkeitsra@f mit m-dimensionalem
GauBBmalf¥ ,

(13) flu(),w)=0  w=(w,...,0n) € QM.
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Realisierung vorkso(x, w) Realisierung vorko(X, w)

Abbildung 1: Realisierungen vokin(X, w) auf einem L-formigen Gebiet fur un-
terschiedlich viele KL-Terme.

5 Hochdimensionale Integration

Die raumliche Diskretisierung und die Darstellung in einem endlichdimensiona-
len Wahrscheinlichkeitsraum erlauben die numerische Berechnung von Losungs-
statistiken des GrundwasserflulRproblemsulsd) die Losung von Gl. 13), so
kdnnen Statistiken der Form GB)(als s,(x) = E (S(N(X)u(w))) berechnet wer-

den. Mit einem geeignetap: Q(™ — R sind also Erwartungswerte

(14)

S=EW(@) = [ W@drn(@) = [ - [ §en,..m)dra(er) - d (cn)

zu bilden, wobeidl;(w) = (2m)~Y2exp(—w?/2)dw das eindimensionale
GaulBmal3 bezeichnet. Auch die im n&chsten Abschnitt beschriebenen stochasti-
schen Galerkin-Verfahren verwenden derartige hochdimensionale Integrale.

Je nach Dimensionsanzahl und Eigenschaftenlveignen sich unterschiedli-
che Verfahren fur die numerische Integration. Haufig werden in der stochastischen
Mechanik Monte Carlo- und Quasi-Monte Carlo-Verfahren genutzt. Auch die fur
Zuverlassigkeitsuntersuchungen genutzten FORM- und SORM-Verfahren, siehe
z.B. [1€], sind Integrationsverfahren, die speziell fir Versagensfunktignee-
eignet sind.

Hier werden Monte Carlo- und Quasi-Monte Carlo-Verfahren, siehe Z]B. [
sowie volle Tensor-Quadratur-Verfahren und Smolyak Quadratur-VerfaBegn [
diskutiert. Alle genannten Verfahren werten den Integranded &mtegrations-

7



punktenw@ ..., 0% e Q™ aus und berechnen die Naherusigvon Gl. (14)
als gewichtete Summe

Monte Carlo-Verfahren (MC-Verfahren) nutzen als Integrationspunkte
pseudo-zufallige, unabhangige Realisierungé®.... . w?% ¢ QM von w =
(wy,...,wm) und konstante Gewichte; = Z~1. Durch die zufallige Wahl der
Integrationspunkte sind MC-Verfahren probabilistisch: die Nahesgzngnd da-

mit auch der Fehlee(ZMC) = s— sz sind Zufallsvariablen. Fur grol3g ist der

Fehlers(ZMC) ~Z 12\ (0,0), wobei N (0,0) eine GauRsche Zufallsvariable und
o die Standardabweichung des Integrangebezeichnet. Die GroRenordnung
des MC-Fehlers ) ist somite™®) = O(aZ~/2). MC-Verfahren konvergie-
ren langsam—um z.B. den Fehler um eine Grél3enordnung zu reduzieren, muf3
die Anzahl der Auswertunges um zwei Grof3enordnungen erhéht werden. Sie
eignen sich fur Integranden mit kleiner Varianz und fur geringe Genauigkeitsan-
forderungen. lhre Effizienz kann durch Kombination mit Varianzreduktionsver-
fahren und Importance-Sampling verbessert werden, siehe7.Bdr entschei-
dende Vorteil von MC-Verfahren ist die Unabhangigkeit des Integrationsfehlers
von der Dimensionszahl—der Aufwand der anderen hier vorgestellten Verfahren
wachst mit der Dimensionszahl. Fir sehr viele stochastische Dimensionen sind
darum in der Regel MC-Verfahren am effizientesten.

Eine Alternative zu Monte Carlo-Verfahren sind Quasi-Monte Carlo-
Verfahren (QMC-Verfahren), siehe z.B7, 7]. Sie wahlen die Integrationspunk-
te so, dal’ das Integr&l(1) besonders gut approximiert wird. Derartige Punkt-
folgen nennt man Quasi-Zufallszahlen oder Folgen niedriger Diskrepgafiz [

Der Integrationsfehler verhalt sich fur gangige QMC-Verfahren HQ%MC) =
O(||@|lsvZ~1(logZ)™), wobei ||||gv die Norm der beschréankten Variation be-
zeichnet. Fur nicht zu grof3e Dimensionen und glatte Integranden kdnnen QMC-
Verfahren effizienter als MC-Verfahren seifj,[da dann der Terrd~! den Fehler
dominiert.

Die Effizienz von MC-Verfahren hangt von der Standardabweichong
W —E () ||,_2(Q<m>) ab, die Effizienz von QMC-Verfahren berucksichtigt aul3er-
dem erste partielle Ableitungen des Integranden. Glattheit hherer Ordnung wird
durch MC- oder QMC-Verfahren nicht ausgenutzt. Hingegen hangt die Effizi-
enz von ublichen Quadratur-Formeln von der Glattheit des Integranden ab, so
auch bei Smolyak-Quadraturformeln. Sie werden hier aus eindimensionalen Qua-
draturformeln konstruiert, und wie i3f] verwenden wir die Gaul3-Hermite-
Quadraturformeln. Es bezeich@g die Gaul3-Hermite-Quadraturformelzre N
Integrationspunktem>) € R und Gewichterw,, i = 1,...,z Das Integral einer



Funktions : R — R bezlglich des Gaulimalf3es ist dann

(15) E (Y1) / P1(wr)dlM1(wr) =~ Qz(WP1) : ZWquJl

Das numerische Ergebnis ist exakt, wepinein Polynom von Gragk 2z— 1 ist,
und flrr-fach stetig ableitbare Funktionep € C'(R) ist der Quadraturfehler

el — 0(z~(@-1)). Die Quadratur von GI.14) kann durchgefiihrt werden, in-
dem in jeder Dimension das eindimensionale Quadraturverfahref@%pbénutzt

wird. Es ergibt sich

(16) E(W) ~ Q@+ @ Q)W z z Wy - Wi (1Y) i),
1=1 im=1

Dieses volle Tensorprodukt Quadratur-Verfahren benutzt sbomitz" Integrati-
onspunkte auf einem reguléren Gitter. Der Approximationsfehler hat die Ordnung
el®) = 0(z~(-1/m)_ Die exponentielle Zunahme des Aufwands mit der Zahl der
Dimensionen wird als “Fluch der Dimensionen” bezeichnet, siehe 28. Hie
macht eine Verwendung in hohen stochastischen Dimensionen praktisch unmaog-
lich.

Als Alternative bieten sich Smolyak-Quadraturverfahren an, siehe 2@. [
30, 32]. Sie erzielen beZ Auswertungen des Integranden einen asymptotischen
Integrationsfehlee,? = O(Z~" (logz)M-1(+1)) bei Z Auswertungen des Inte-
granden 9. Die Idee der Smolyak-Konstruktion ist, in nur wenigen Dimension
Quadraturformeln hoher Ordnung zu nutzen, wahrend in den anderen Dimensio-
nen Quadraturformeln niedriger Ordnung genutzt werden.|Mit 3k ergibt
sich als Smolyak-Quadraturformel

=Y (—1)k+m1|k(’k| >Qzl® + @ Qi

k< k| <Kt+-m—1

Details zur Konstruktion und Nutzung der Quadraturformeln finden sich z.B. in
[29, 30, 32]. Eine detailliertere Beschreibung geben wir auRerder2@h [

Fur festesk wachst die Zahl der Auswertungen deutlich langsamer als fur
volle Tensorprodukt-Quadratur. Die Smolyak-Quadraturforgiehtegriert mul-

tivariate Polynome. kl ~w,'ﬁ,‘“ mit totalem Graozinllki < 2k — 1 exakt.

5.1 Numerische Experimente
zur hochdimensionalen Integration

Wir vergleichen experimentell die direkte Berechnung von Mittelwert und Stan-
dardabweichung fur die Losung des nichtlinearen Grundwasserflu3problems per
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Abbildung 2: Geometrie des Pro- Abbildung 3: Eine Realisierung
blems. Grilnes Gebiet: Linker unterer des Bodenparametekg(x, w) in 8
Rand: AusfluBbedingung, rechter obe-KL-Termen.

rer Rand: Dirichletbedingung, andere

Réander: kein Fluf3.

X

Abbildung 4: Referenzlosung Mittel-Abbildung 5: Referenzlosung Stan-
wert dardabweichung

Monte Carlo-Verfahren und per Smolyak Quadratur. Der Bodenpararigteo)

wird in 8 KL-Termen des zugrundeliegenden Gaul3feldes reprasentiert, so dal? sich

ein Problem in einem 8-dimensionalen Wahrscheinlichkeitsraum ergibt. Die ver-

wendetel -formige Geometrie sowie Randbedingungen zeigt Abbildung 2, eine

Realisierung des Bodenparameters ist in Abbildung 3 zu sehen.
Referenzlosungen fur den Mittelwert und die Standardabweichung des Pro-

blems wurden mit Smolyak-Quadrat@ berechnet. Als eindimensionales Qua-
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Abbildung 6: Fehler-10° im Mit- Abbildung 7: Fehler im Mittelwert
telwert fir Smolyak-Quadratur von flr das Monte Carlo-Verfahren in

Grad 4,S§} inz=969 inZ =969  Z= 1000 Integrationspunkten.
Integrationspunkten.

Abbildung 8: Fehler in der Stan- Abbildung 9: Fehler in der Stan-
dardabweichungen fur Smolyak- dardabweichung fur das Monte

Quadratur von Grad & in z= 969 Carlo-Verfahren inZ = 1000 Inte-
Integrationspunkten. grationspunkten.
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draturverfahren wurden dabei Gaul3-Hermite-Formeln verwendet, dies entspricht
einer exakten Integration multivariater Polynome mit totalem Grad 11. Die Inte-
gration hat insgesant = 20.345 Integrationspunkte benutzt. Die Referenzlésun-
gen werden in den Abbildungen 4 und 5 gezeigt.

AnschlieRend wurde das Problem durch Smolyak-Quadg§tberechnet, al-
so mit exakter Integration von Polynomen mit totalem Grad 7, welche 969 Inte-
grationspunkte bendtigt. AuRerdem wurde ein Monte Carlo-Verfahren mit 1000
Auswertungen benutzt. Die absoluten Fehler von Mittelwert und Standardabwei-
chung gegen die Referenzlésung sind in den Abbildungen 6-9 dargestellt. Es zeigt
sich in diesem Beispiel, dal? fur den Mittelwert der Fehler der Smolyak-Quadratur
etwa um den Faktor 10 besser als der Monte Carlo-Fehler ist. Das Monte Carlo-
Verfahren wirde zum Erreichen dieses Fehlers den etwa 100-fachen Aufwand
erfordern. Die Fehler fur die Standardabweichung haben die gleiche Gré3enord-
nung, wobei das Smolyak-Verfahren etwas besser zu sein scheint. Insgesamt zeigt
Smolyak-Quadratur fir dieses Beispiel bessere Ergebnisse als Monte Carlo.

6 Beispiel: Stochastische nichtlineare Feder

Tests fur die folgenden numerischen Verfahren fihren wir hier nicht fur das sto-
chastische Randwertproblem aus sondern nutzen ein einfacheres Beispiel, dessen
analytische Lésung wir kennen. Die Anwendung auf das Randwertproblem er-
folgt in in [20]. Das Beispiel hat nur einen raumlichen Freiheitsgrad und stellt
eine Feder mit nichtlinearer Beziehung zwischen Rickstellkraft und Auslenkung

u € R dar. Diese wird durch die Gleichung

(17) f(uy=0, f(u:=k(Wu—-1, ueR

beschrieben. Um ein &hnliches Modell wie in Abschaitu erhalten, wahlen wir
die Federkonstante algu) = a+ bu? mit zwei unabhangigen Zufallsvariablen
a,b. Ahnlich dem ersten Modellproblem stellen wir die Zufallsvariablen als nicht-
lineare Transformationea = a(w,),b = b(w,) zweier standardnormalverteilter,
unabhéngiger Zufallsvariablen;, w, dar und wahlen die nichtlineare Transfor-
mation analog zu Gl.2), so dafRa und b jeweils 3(1/2,1/2)-verteilt sind. Die
Materialparameter sind somit Zufallsvariablen auf dem zweidimensionalen Wabhr-
scheinlichkeitsraur®(® mit Gausmaf¥ 5.

Die Auslenkungu = u(w) ist nun auch eine Zufallsvariable, mit

(18) 0= f(u,w) =KW, uw -1, weQ®?.

Wie vorhin interessieren wir uns fir Statistiken= E (s(u)). Diese haben die
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Form

s =E(s(w) = [ s(u(w))drz(e)
Q@2
= %T/R/Rs(u(wl,wz))exp(—m%;w%)dwldwz,

und fr eine numerische Auswertung kénnen Quadraturverfahren in zwei Dimen-
sionen verwendet werden. Die numerische Berechnung derartiger Integrale auch
in hdheren Raumdimensionen wurde bereits in Abscbrdtskutiert.

7 Entwicklung in stochastischen Ansatzfunktionen

Genau wie im FEM-Verfahren fur raumliche Probleme kann die Lésung auch in
der stochastischen Dimension in eine Reihe von Ansatzfunktionen entwickelt wer-
den [L4]. Derartige Entwicklungen werden auch Antwortflachen (engl.: response
surfaces) genannt. Es sei¢Hq }qc7 durch eine Meng€ indizierte linear un-
abhangige FunktioneHy : Q™ — R. Der Ansatz fiir die Losung des raumlich
bereits diskretisierten Problems GL3 ist

(19) Unz(w) = 3 u@Hq(w).

ac’l

Die Vektorenu(® = (u(la), .. .,uﬁo‘))T enthalten Koeffizienten fur die raumlichen
Ansatzfunktionen. Den Blockvektor all dieser Koeffizientenvektoren bezeichnen
wir mit u = (...,u® )T, Insgesamt ergibt sich mit dem FEM-Ansatz Gl (

der Tensorprodukt-Ansatz

n

(20) bz (x0) =3 5 N (X)Ha(@)y®.
i=lael

Ist der Blockvektou bekannt, kénnen Realisierungen der Losung direkt erzeugt
werden und somit Statistiken entweder analytisch oder mit den Verfahren des vo-
rigen Abschnitts effizient berechnet werden.

Im Prinzip kénnen beliebige linear unabhéngige Ansatzfunkticién!qcr
genutzt werden. In14] und vielen darauf folgenden Arbeiten wurden multivaria-
te Hermite-Polynome benutzt, die bekanntlich im Gaumal3 orthogonal sind und
oft als polynomiales Chaogl{] bezeichnet werden. Auch falls das Wahrschein-
lichkeitsmal3 nicht-Gaul3sch ist, kdnnen globale orthogonale multivariate Poly-
nome, das sogenannte verallgemeinerte polynomiale Chaos, verwendet werden
[41]. Fur den Fall, daf? die zugrundeliegenden Zufallsvariablen einen beschrank-
ten Wertebereich haben, sind B] ftickweise Polynome verwendet und istdh [
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ein hp-Verfahren vorgeschlagen worden. Die Implementierung stiickweiser Poly-
nome in hochdimensionalen Wahrscheinlichkeitsraumen scheint allerdings tech-
nisch schwierig. Eine Mdglichkeit zur Realisierung sind diinne Ansatzraume, die
nach dem oben diskutierten Smolyak-Prinzip konstruiert werden; fir Anwendun-
gen auf raumliche Probleme siehe beispielsweisgl5]. Die Problematik eines
nicht-Gaufl3schen WahrscheinlichkeitsmalRRes diskutieren wagn [

Wir nehmen die Lésunai(x,w) als glatt inw an. Ein Ansatz mit globalen
Polynomen in der stochastischen Dimension scheint somit zweckmandig. Wir ver-
wenden multivariate Hermite-Polynome (polynomiales Chaos). Das multivariate
Hermitepolynom zu einem Multiindex = (ay,...,0m) € Ng' ist

Ha(w):_[mlhai(u)i), W= (Wy,...,wm) € QM

wobeih; das Hermite-Polynom vom Grajdbezeichnet, und wir diély so nor-
mieren, dafE (HqHg) = 84p ist. Wie in [14] vorgeschlagen, nutzen wir als An-
satzraum alle multivariaten Hermite-PolynomenmirVariablen bis zu einem tota-
len Gradp, d.h.Z = {a| |a] = $, a; < p}. Diese Wahl &hnelt der Smolyak-
Konstruktion, somit kdnnte mafiHy }qc7 als einen “dinnen Ansatzraum” be-
zeichnen.

Im weiteren diskutieren wir zwei Verfahren zur Berechnung wondas
Galerkin-Verfahren und die direkte Projektion auf den orthonormalen stochasti-
schen Ansatzraum.

7.1 Galerkin-Verfahren

Wie bei der FEM kann die L6sung per Galerkin-Verfahren berechnet werden. Der
Ansatz Gl. (9) wird in die nichtlineare Gleichung GI1Q) eingesetzt, und das
Residuum wird auf di¢dg, B € 7 projiziert. Zu l6sen ist das nichtlineare System
mit n-|Z| gekoppelten Gleichungen

(21) VBeT: E <f(oo, > u(o‘)Ha(oo))HB(w)> =0.
ael

Berechnung des Residuums

Die numerische Losung erfordert die Berechnung des Residuums und somit
die Auswertung der hochdimensionalen Integrale in &l).(In [19] wurden diese
analytisch berechnet, indem die fiir glatte FunktiogerQ(™ — R geltende Be-
ziehungE (Y(w)Hqy(w)) = (a!)~Y/2E (DY(w)) verwendet wurde?]. Dabei ist
a! =", (ai!) undD?® die dem Multiindexa entsprechende partielle Ableitung.
Fur beliebige nichtlineare Materialgesetze und beliebige nichtlineare Probleme ist
die analytische Auswertung aber nicht immer méglich.
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Eine numerische Berechnung kann mit den Integrationsverfahren aus Ab-
schnitt5 durchgefuhrt werden. Dies wird in Tabelle 1 am Beispiel der nichtlinea-
ren Feder Gl. 18) demonstriert. Verglichen wird dabei das Verhalten des Monte
Carlo-Verfahrens und des Gaul3-Hermite-Quadraturverfahrens in zwei Raumdi-
mensionen.

Totaler Standard- Monte Carlo Quadratur
Polynomgrad  abweichungy Z—10° Z =736
B von Hg vonrg(w) Fehler-103 Fehler-10°
0 0.26 0.5 ~0
1 0.27 0.2 0.008
2 0.61 1.2 ~0
3 0.77 15 0.07
4 2.29 4.5 ~0

Tabelle 1: Auswertung des Residuums fir das Modellproblem der nichtlinea-
ren Feder. Gezeigt werden die Standardabweichung des Residy(os =

f (0, ¥ o U"Hq (w))Hp(w) filr ausgewahltd sowie die absoluten Fehler véh(rg)

bei Berechnung mit Monte Carlo-Integration bzw. mit voller Gaul3-Hermite-
Quadratur der Ordnung 11.

In diesem Beispiel wachst die Standardabweichung wvgiiw) =
f(w Sy u“Ha((o))HB(w) mit steigendemp|. Dies kann man damit erklaren, daf3
die orthogonalen Polynontés mit wachsendem Grad stark oszillieren. Die nicht-
lineare Transformation einer oszillierenden Funktfgm, 5 o u® Hq (w)) bewirkt
zusammen mit der Multiplikation mit dem oszillierendelg eine hohe Varianz
des Integranden. Daher hat die direkte Monte Carlo-IntegrationE/gm(w))
auch nach Millionen Auswertungen noch einen signifikanten Fehler. Um den Feh-
ler im Ansatzgrad 4 auf 1102 zu reduzieren, waren etwa 20 Millionen Aus-
wertungen nétig. Das gleiche qualitative Verhalten zeigt sich auch bei der nu-
merischen Behandlung des nichtlinearen Grundwasserfluproblems und anderer
SPDEs, vgl. 20]. Um die Effizienz der Monte Carlo-Integration zu erhéhen, kame
beispielsweise die Wahl eines anderen stochastischen Ansatzraumes oder Varianz-
reduktion in Frage, siehe z.B(]|

Die Quadraturfehler sind fir diesen zweidimensionalen Wahrscheinlichkeits-
raumm = 2 schon fur eine kleine Zahl von Auswertungérnvernachlassigbar.
Das Residuum ist glatt i und eignet sich somit gut fir Quadraturverfahren.
Smolyak-Quadratur empiehlt sich erst fir hdhere Raumdimensionen; hier ist sie
ineffizienter als volle Quadratur.

Aufgrund der hohen Varianz und der Glattheit der Residuumskomponenten
verwenden wir fur Anwendungen auf SPDE 0] Smolyak-Quadratur irZ
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Punkten zur Berechnung des Residuums. Um @&l) ¢u berechnen, muf3 so-

mit Z-mal das stochastische Residuufw) = f(w, Y qe7 u(“)) ausgewertet wer-

den. Die Auswertungen kénnen erfolgen, indem ein fir die Losung des raumli-
chen Problems bereits existierendes FEM-Programm genutzt wird. In der Regel
erfordert dabei jede Auswertung vof(w) eine numerische Integration tber dem
rdumlichen Gebiet der SPDE. Die transparente Nutzung eines existierenden FEM-
Programms flr das numerische Losen von SPDEs werden wir in einer anderen
Veroffentlichung im Detail beschreiben.

Ldsen des nichtlinearen Gleichungssystems

Zur Loésung des nichtlinearen Gleichungssystems @&l) (erwenden wir
BFGS mit Liniensuche, siehe z.B2§, 10]—weitere Details des Verfahrens be-
schreiben wir in 19, 20]. In jedem Schritt wird eine Korrektur des aktuellen Lo-
sungsblockvektorgy als

Uk 1 — Uk = —Hif(uk),
k
Hk=Ho+ Y (ajp;p;+B;a;aj)
=1

berechnet. Die Blockvektorem;, q; und die Skalarerj,3; ergeben sich aus den
vorigen Iterationen des BFGS-Verfahre@$,[10]. FUr gute Konvergenz wird ein
VorkonditioniererHg benotigt, und wir verwenden hier einen Block-diagonalen
Vorkonditionierer. Jeder Block auf der Block-Diagonale ist dabei die Jacobi-
Matrix des deterministischen Systems, das sich ergibt, wenn der Mittelwert der
stochastischen Felder eingesetzt wird.

Die L6sung des nichtlinearen Gleichungssystems wird hier experimentell nur
fur das erste Modellproblem, die nichtlineare Feder, getestet. Experimente fur das
Grundwasserflu3problem zeigen wir i8] 20].

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Auslenkung zeigt Abbildung 11. Sie wur-
de durch eine Monte Carlo-Simulation ermittelt. Die nichtlinearen Feder wurde in
einem zweidimensionalen Wahrscheinlichkeitsraum modelliert, eine Diskretisie-
rung stochastischer Felder war daher nicht nétig. Wir haben einen Ansatz in po-
lynomialem Chaos von Grad 4 vorgenommen und das Galerkin-Verfahren durch-
gefuhrt, wobei die Residuen per Quadratur berechnet und das nichtlineare Glei-
chungssystem mit BFGS geldst wurde. Die Abnahme des Residuums in Abbil-
dung 11 zeigt eine lineare Konvergenz in 12 Iterationen. In Abbildung 12 zeigen
wir die exakte Auslenkung(ws,wy) Uber dem zweidimensionalen Wahrschein-
lichkeitsraum. Die durch das Galerkin-Verfahren berechnete Naherung zeigt Ab-
bildung 13. Beim Vergleich der beiden Abbildungen sollte beriicksichtigt werden,
dafi3 bei der Bildung von Statistiken noch die Multiplikation mit dem Gaul3-Maf3
erfolgt. In Anbetracht dessen liegt eine gute Ubereinstimmung von exakter und
approximativer Losung vor.
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Decrease of Residual, Hermite—-Ansatz Degree=4
0
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Abbildung 10: Wahrscheinlich- Abbildung 11: Abnahme des Residu-
keitsdichte der Auslenkungi(w), ums, nichtlineare Feder, Ansatz: poly-

aus Monte Carlo-Simulation. nomiales Chaos mit totalem Grad 4.
S
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216 S
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Abbildung 12: Die exakte Losung flrAbbildung 13: Die approximierte Lo-
die Auslenkungi(wy, wy) als Graph in sungu?(wj, wy) in polynomialen Cha-
w1, 0. os von Grad 4.

7.2 Direkte Projektion

Indem die Orthonormalitat defy genutzt wird, kann die Lésung auch durch di-
rekte Projektion berechnet werden. Offensichtlich ist

(22) vaeZ:  ul®=Eu(wHq(w).

Diese Form der Berechnung wird auch “non-intrusive” SFEM genalfjt Die
Auswertung kann mit einem Integrations-Verfahren des vorigen Abschnittes erfol-
gen. Verwendet das Integrationsverfahfefiuswertungen ifQ(™ | so ist zur Be-
rechnung vomu die L6sung vorZ ungekoppelten Problemé(w, u(w)) = 0 erfor-
derlich. Dies fuhrt uns wieder zuriick zur urspringlichen Monte Carlo-Simulation,
aber mit einem anderen Quadraturverfahren. Die Losung durch direkte Projektion
wird in [20] weiter untersucht.
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8 SchlulRbemerkung

Die Losung nichtlinearer stochastischer Probleme beginnt mit der Naherung in
einer endlichen Zahin unabhéngiger Zufallsvariablen. Jedes der vorgestellten
Losungsverfahren erfordert die numerische Berechnung von Erwartungswerten.
Dies sind Integrale inm-dimensionalen Wahrscheinlichkeitsraum beztglich des
Wahrscheinlichkeitsmalfies, und eine wichtige Herausforderung bei der Lésung
stochastischer Probleme ist die effiziente Berechnung dieser Integrale fur mittlere
bis hohe stochastische Raumdimensionen.

Zur Berechnung der Integrale haben wir volle Tensorprodukt-
Quadraturverfahren, Smolyak-Quadraturverfahren und Monte Carlo-Verfahren
verwendet. Aufgrund des ,Fluchs der Dimensionen” sind volle Tensorprodukt-
Quadraturverfahren nur fur kleine stochastische Dimensionen nutzbar (etwa
m < 6). Smolyak-Quadraturverfahren eignen sich auch fur héhere Raumdimen-
sionen, z.B. wurden sie i8] auf finanzmathematische Problemenmn= 360
Raumdimensionen angewendet. Monte Carlo-Integrationsverfahren sind in
beliebigen Raumdimensionen praktikabel, sind aber teuer, wenn eine hohe
Genauigkeit verlangt wird, oder wenn die Varianz des Integranden hoch ist.

Welches Integrationsverfahren fur eine Anwendung gewahlt werden soll-
te, hangt von der stochastischen Dimensionder Varianz und der Glattheit
des Integranden ab. Die vorgestellten Ergebnisse zeigen, dal3 sich Smolyak-
Quadraturverfahren auch im Bereich der stochastischen Mechanik als effiziente
Alternative zu Monte Carlo-Verfahren anbieten und mehr Aufmerksamkeit ver-
dienen. Als praktischer Vorteil spricht fir sie auch, dal3 sie sehr einfach in exi-
stierende Monte Carlo-Codes eingebaut werden kénnen. Fur sehr hohe Raumdi-
mensionen und Integranden mit kleiner Varianz empfehlen sich weiterhin Monte
Carlo-Verfahren.

Zur Lésung der stochastischen Randwertprobleme haben wir drei Verfahren
verwendet: die direkte Berechnung von Statistiken, das Galerkin-Verfahren in ei-
nem stochastischen Ansatzraum und die direkte orthogonale Projektion auf diesen
Ansatzraum. Weitergehende Experimente und Vergleiche der Verfahren sind noch
erforderlich und erfolgen in weiteren Veroffentlichung&g,[25].
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Yesterday, my program worked. Today, it does not.
Why?

A Temporal Logic for the Specification and Verification
of Distributed Behaviour

Konzeptioneller Entwurf mit der Unified Modeling
Language

A Mobile Calculus with Data

The Modula-2 Proving System MOPS

Policy-Based Enhancements to the SNMP Framework

Finite-Element-Interpolation der rdumlichen Dichten
eines Vielteilchensystems auf ungeordneten Gittern

A 2-dimensional view of the Chu-construction

Von parametrisierten Spezifikationen zu generierten
Informationssystemen: ein Anwendungsbeispiel

JAX - A Java AgentX Sub-Agent Toolkit

Advantages and Disadvantages of the Script MIB
Infrastructure

High-Level Sequence Charts with Data Manipulation
Regular languages as states for an abstract automaton
Tool-Based Analysis of Timed Sequence Diagrams

Well-behaved Flow Event Structures for Parallel
Composition and Action Refinement

Translations of Cellular Automata for Efficient
Simulation

Nonlinear Galerkin Methods for the Model Reduction of
Nonlinear Dynamical Systems

Partitioned Strong Coupling Algorithms for
Fluid-Structure-Interaction

Partitioned but Strongly Coupled Iteration Schemes for
Nonlinear Fluid-Structure Interaction

Strong Coupling Methods

Property Preserving Abstraction for Software
Verification

Efficient Model Reduction in Non-linear Dynamics
Using the Karhunen-Loeve Expansion and
Dual-Weighted-Residual Methods

Modellierung des Ethylen-Pathways mit
UML-Statecharts

Classification and Overview of Meshfree Methods

Fragen der numerischen Integration bei stochastischen
finiten Elementen fiir nichtlineare Probleme

Numerical Methods and Smolyak Quadrature for
Nonlinear Stochastic Partial Differential Equations

A Review of Recent Developments in the Numerical
Solution of Stochastic Partial Differential Equations
(Stochastic Finite Elements)



